
二重错排  

1. 问题定义  

一重错排问题中，我们要求一个排列  满足：

在此基础上 二重错排 要求：

对所有 ：

对 （循环边界）：

2. 正确位置的等价建模  

先考虑如下问题：

在一个  阶的台阶，如下图
括号中第一个数表示序列索引，第二个数表示排入的数字
要求：每行每列均只能选择1个点

等价于：

将阶梯拉成一个环，在一个长度为  的环上，选择  个点，要求不相邻。

3. 组合构造得出等价模型的计算式  
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首先定义：

在长度为 的圆环上选取 个两两不相邻的点的方案

下面用两种组合方式计算同一个量，从而得出 ：

方法一：先选点，再切断  

在环上选  个不相邻点：共有  种
剩下  个点，从这些未选点中任选一个作为“切断点”，将环变成链

因此：

方法二：先切断，再选点  

在环上任选一点，将环切断成链（有  种切法）
在有  个点的链上选  个不相邻点

使用插空法，结果为：

因此：

两种方法等价：  

得到：

4. 回到二重错排问题  

使用容斥原理计算满足的排列数量：

设  是  上的一个排列。
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定义：

其中

容斥原理展开：  

其中：

满足

由上文可知：

一旦选定了正确排列  个位置：

固定 这  个位置，剩余  个位置自由排列，即：

因此：

代入容斥原理公式：

从而得到二重错排的排列数为：

5. 应用：卢卡斯夫妻入座问题  
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